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(Recu le 31 octobre 1969) 

R&tnk-On donne une methode de calcul du profil des titres (ou fractions molaires) et du Sherwood 
pour un melange binaire gaxeux (masses moltculaires voisines) en tcoulement turbulent dans un tube 
cylindrique avec aspiration par&ale. Pour cela on part d’un profil universe1 de vitesses u+ = rpol+, u+) 
et d’une valeur du Schmidt turbulent. Par une integration dire& de l’kquation de la diffusion, on obtient 
le profil des titres et l’tpaisseur de diffusion sous la forme d’une premiere approximation (valable pour un 
taux d’aspiration &, + 0) et d’une deuxieme approximation (S, faible) que l’on compare a des mesures 

NOTATIONS * 

v&(x) = Ra/Re taux d’aspira- 
tion ; 
rayon du tube poreux ; 
coeffkient de frottement ; 
concentrations molaires totales, 
du gaz 1, du gaz 2. 
debit d’entree et debit par&al 
total ; 
coeffkient de diffusion mutu- 
elle ; 
coeffkient de diffusion turbu- 
lente ; 
- 4/Re,Sc ; 
longueur du tube poreux ; 
masses moleculaires des gaz 1 
et2(M, CM,); 
CJC titre (ou fraction molaire) 
local en element leger ; 

titre local du gaz diffuse ; 
fluctuation du titre ; 

* L’indice c apres une grandeur signille qu’il s’agit de la 
valeur de cette grandeur en x = 0. Par exemple Re, est le 
Reynolds en x = 0. 

Sk 
u, 
uo, Ul, u,, 
u, u*, 
U’, 

879 

NR, 
NP’ 
NW 
NOW9 
Nu, 
n, 
no n1 
P,‘p: ‘F, 

Pr, PI’, 

P, 
Ra, 

Re, 

N(O) titre de reference ; 
titre moyen du gaz enrichi ; 
titre moyen du gaz appauvri ; 
profil des titres en x = 0; 
nombre de Nusselt ; 
titre rtduit ; voir (2.15) ; 
voir (3.6) ; 
pressions respectives du gaz 
entrant, enrichi, appauvri ; 
nombres de Prandtl ordinaire et 
turbulent; 
pression locale ; 
2al/,(x)/v nombre de Reynolds 
d’aspiration ; 
2aii(x)/v nombre de Reynolds de 
l’kcoulement ; 
distance a l’axe ; 
rendement de separation (2.7); 
v/59, 2, SC’ = ~‘1.9; Z nombres de 
Schmidt ordinaire et turbulent ; 
nombre de Sherwood ; 
2u/ii, ; 
voir (3.2); 
composantes axiales de Z et in* ; 
fluctuation de u ; 
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2/a’ i UT dr vitesse moyenne de 

dtbi:; 
t7 JC,-j2 vitesse de frottement ; 

u!u, ; 
vitesses molaires des gaz 1 et 2 ; 
vitesses massique et molaire du 
mblange ; 
composantes radiales de vet t” ; 
vitesses d’aspiration (massique 
et molaire) ; 

v*/‘u, ; 
2uj&&, ; 
voir (3.18); 
x/a ; 
abscisse ; 

au,(l - 2)/v ; 

u,, a/v = JCG 0/2) Red2 ; 
rendement de mblange, voir 
(6.2); 

ti?paisseur de diffusion, voir (2.3) ; 
voir (3.66) ; 
~~~Z/~~) - 1; 
W/D coefficient de partage glob- 
al ; 
coefficient de partage local ; 
r/a ; 
viscositts cinematiques ordin- 
aire et turbulente ; 

VT, vTo’ vT1? vT2, voir (3.4); 

P, masse sp&cifique ; 

ri 

profil universe1 des vitesses ; 
ensemble des valeurs propres ; 

OJ, valeur propre. 

5 G(X, A) U(X, A) il dA 
notations - : qz) = o.-T--.--____.___ 

[ U(X, ,?) A dl 

j G(X, A) u(X, A) 1 dA 
0 =- 

1 - 2&0X 

quand d,,-+O : Gz) = J G(X, A) U,il dl. 
0 

IL Y A une classe de probl&nes, en transport de 
masse, oti le mouvement radial, mCme faible, a 
une importance primordiale: par exemple, la 
sCparation des constituants d’un m&ange gazeux 
binaire par diffusion A travers une paroi poreuse, 
la condensation, l’tvaporation ou les r&actions 
chimiques sur une paroi. Ces probl&mes de 
transport de masse sont analogues au transport 
de chaleur avec courant de chaleur imposk B 
travers la paroi quand il y a aussi aspiration 
par&ale. 

Or, 1’Ctude du transport de masse ou de 
chaleur en rCgime turbulent utilise le plus 
souvent l’analogie avec le transport de la 
quantit6 de mouvement [l-3] ; certains auteurs 
[4, 51 inthgrent directement l’kquation de con- 
vection. Dans ces ktudes, on admet en outre que 
1’Ccoulement dans un tube ou le long d’un plan 
se fait dans une seule direction, les vitesses 
radiales Ctant supposCes nulles. 

Dans cet article, nous intCgrons 1’Cquation de 
la diffusion, & partir d’un profil expkrimental des 
vitesses, et en faisant une hypothbse sur le 
Schmidt turbulent. Nous avons ainsi d&terminC 
le profil des titres d’un mClange binaire gazeux 
en Ccoulement turbulent dans un tube cylin- 
drique avec aspiration pariCtale. 

L’intCgration de l’&quation de la convection 
de la chaleur a Cti: &udiCe, mais seulement dans 
le cas d’une aspiration nulle par Haberstroh et 
Baldwin [S], qui n’ont don& que la solution 
asymptotique valable loin de I’entrCe du tube 
cylindrique. Nous donnons ici la solution 
g6nCrale de l’i?quation de la diffusion & la 
limite de l’aspiration nulle (do = 0), ce qui 
permet d’Ctudier l’btablissement B partir de 
l’entrte du profil des titres (ou des tempbratures), 
et celui du Sherwood. Wne solution gC3nCrale 
analogue a dkj:ja Cti: don&e par Hunziker [4] 
pour un probltme diffkrent a aspiration nulle 
(temgrature constante A la paroi, au lieu de 
courant de chaleur uniforme). 

Nous donnons ensuite la solution g&%-ale 
dans le cas d’une aspiration faible (qui est celui 
rencontrt: frkquemment en pratique) en adaptant 
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pour cela le protil des vitesses de Reichardt [6] 
au cas d’un kcoulement turbulent avec aspira- 
tion pa&tale. Nous &tendons ainsi au regime 
turbulent les etudes faites par Yuan [7] dans le 
cas du regime laminaire. 

2. LE CHAMP DES TITRES MOLAIRES ET 
L’EPAISSEUR DE DIFFUSION 

2.1 Dkjnition 
Considerons un melange de deux gaz (M, < 

M,) en kcoulement isotherme et incompressible 
dans un tube cylindrique a paroi poreuse de 
rayon a. On supposera ici cet ecoulement Ctabli 
au moyen d’un tube de guidage non poreux, 
prkklant la paroi poreuse (Fig. 1). En un point 

FIG. 1. Tube cylindrique B paroi poreuse. 

du cylindre, les vitesses molaire u’* et massique 
3 seront 

;* = 
C,G, + C,& 

c ‘v= 
M1C,& -I- M,C,G, 

M,C, + M,C, . 

(2.1) 

Une di&ence de pression positive entre 
l’intbrieur et l’exterieur du cylindre se traduit 
alors par une vitesse d’aspiration parietale 
ua * = 0*(x, a). En passant a travers la paroi 
poreuse, le gaz s’enrichit [S] en element leger : 
iV(x, r) croft de N(x, a) a NW Cet enrichissement 
est compend par un appauvrissement du gaz a 
l’int&ietir du cylindre au voisinage de la paroi ; 
et il s’etablit done, dans chaque section d’abscisse 
(x) du tube, un profil des titres N(x, T), dkcrois- 
sant de N(x, 0) = N_ sur l’axe a N(x, a) sur la 
paroi (Fig 2). 

(Gor enrichi en l&ger) 

N(w) fi NLr,O) ff* (xl N 

FIG. 2. Allure du pro!3 radial des titres dans la section (x). 

A partir de ce prolil des titres, on peut 
dtlinir dans la section (x) un titre moyen N(x), 
pond&, par le debit molaire, par : 

1 N(x, r) u*(x, r) 2w dr 
iV(x) = O 

a u*(x, r) 2rcr dr ’ (2’2) 

On sait en effet, que les variations radiales de la 
pression du gaz sont negligeables [9]: C est 
alors constante en r, et n’intervient pas dans 
(2.2). Introduisons aussi l’epaisseur de difTusion 
[8,10,11]. 

6(x) = &I - W, 4 _ 2~ 
- mvw, Sh(x)’ (2.3) 

ou S/I(X) est le Sherwood 246. 
Enlin le champ des titres N(x, r) est b chaque 

instant defini a l’interieur du tube cylindrique 
par l’equation de diffusion [12] qui peut 
s’krire : 

acN 
at + div (CNG*) = div (Cgi, grad N). 

(2.4) 
2.2 Conditions aux limites 

(a) La condition sur l’axe (r = 0) resulte de la 
symetrie cylindrique du champ des titres 

$x,0) = 0. 



882 D. MASSIGNON, A. ROSENGARD et SOUBBARAMAYER 

(b) La condition sur la paroi (r = a) est 
don&e par la conservation du courant molaire 
de Mtment 1Cger A travers celle-ci [lo] 

N(x, a) u,* - B*z +, a) = N,(x) V,*. 

(2.6) 

11 est plus commode, en pratique, de remplacer 
dans la condition (2.6) le titre de sortie NJx) 
par le rendement de stparation local S(x) de la 
paroi poreuse [8], qui est lit A N,(x) par : 

S(x) = j-y; (;“(; p’ [l + &*(l - NJ]. 
s s 

(2.7) 

Or, E* est $ 1 lorsque les masses M, et M, sont 
t&s voisines (cas d’un mklange isotopique, par 
exemple): dans ce cas, N(x, a) et N, sont trbs 
voisins et, d’aprk (2.7), (2.6) est sensiblement 
kquivalent A la condition : 

-t @*S(X) N(x, a) [l - N(x, u)] = 0. (2.8) 

(c) On aura, enfm, une condition A I’entrCe du 
cylindre poreux en se donnant le profil des titres 
pour x = 0, 

N(0, r) = N,(r). (2.9) 

Si l’on fait co’incider cette origine x = 0 avec le 
debut de la partie diffusante, il est nature1 de 
prendre un profil uniforme (voir [13-U]), 

N(0, r) = NO = Cte. (2.10) 

2.3 Equation de la di$usion turbulente 
Dans ce qui suit, nous supposerons t&s 

voisines les masses M, et M, des deux constitu- 
ants du gaz. Nous pourrons alors confondre u’ et 
G*: en effet, on peut montrer dans ce cas que 
l’kcart relatif entre 3* et G est toujours nkglige- 
able [11] [llGI/l~*l - l( G z*(M2/M1 - 1)/4]. 

Nous supposerons, d’autre part, que le taux 
d’aspiration local d(x) est toujours faible. Nous 
supposerons aussi la permkabilitt de la paroi 
uniforme et le tube assez court pour nkgliger la 
variation de la pression avec x: V.(X) et Ra(x) 
seront des constantes V, et Ra. Nous pourrons 
aussi nkgliger, pour la mtme raison, la dkpend- 
ante en x de C qui s’klimine de (2.4). Enlin 5#12 
peut Ctre considCrC comme constant. 

En kcoulement turbulent et en rkgime perma- 
nent, l’kquation de la diffusion (2.4) devient du 
fait de la symktrie cylindrique, 

Si l’on nkglige dans (2.11) les termes de diffusion 
longitudinale (ordinaire et 
ceux de la diffusion radiale 
nous obtenons [ 111, 

turbulente) devant 
(voir appendice l), 

ah a 
rz+rsNv+Nu 

ar iv v’ aN 

=i%l’\i;+s 37’ )I 
(2.12) 

oh l’on a introduit le coefficient de viscositC 
turbulente et le Schmidt turbulent SC’ par : 

au 
VI-- + 27 = 0, ar 9;$+ N’9’ = 0, 

SC’ = v’J9;z. (2.13) 

Compte tenu de la conservation de la masse, on 
a enfm, comme pour le transport de la chaleur 
[7,16-j 

(2.14) 

2.4 Equation du champ des titres 
Introduisons un titre rCduit II par la relation 
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lineaire en n et N 
N(x, r) 

= N, 
Ra(x) + E%(X) 2 Sc(l - NR) n(x, r) 1 

(2.15) 

oh N, est un titre de reference, voisin des titres 
N a I’interieur du tube, pour lequel on peut 
prendre, par exemple, la valeur moyenne (2.2) 
du titre en x - O(N, = m(O)). Comme les titres 
N varient assz peu, 11 - N/N,1 4 1 et l’on 
pourra negligee les termes du 2’ ordre en s* et, 
done, &ire a partir de (2.14), (2.5), (2.6) et (2.9) 

(2.16) 

ou no(r) correspond au profil initial No(r) [avec 

G) = 01. 
Ces equations (216) ont exactement la mGme 

forme que celles du transport de chaleur avec 
aspiration a travers une paroi poreuse, avec un 
courant constant de chaleur extrait. de cette 
paroi. Si on fait ZI = 0 (aspiration nulle) dans 
(2.16) on retrouve une forme clasique [4, 51 de 
l’kquation de la chaleur, et des conditions aux 
limites associees. 

3. RESOLUTION DE L’EQUATION DU CHAMP 

DES TITRES 

Pour resoudre le systeme (2.16), if faut 
connaPtre les champs des vitesses axiale u(x, r) 
et radiale u(x, r) et le champ de la viscositt: 
turbulente v’(x, r), et aussi faire une hypotbese 
sur le Schmidt turbulent C’S Cette resolution a 
BtC donnee par l’un de nous dans le cas d’un 
kcoulement lam&ire [ 15). 

L~S expressions analytiques de u(c, r), v(x, r) 
et VYY. r) peuvent Ctre d&d&es dun profif 
universe1 des vitesses dans un cylindre avec 
aspiration pa&tale 

U+ = (p(y+, o+). (3.1) 

On a trouve (cf. appendice 2) les expressions 
suivantes sans dimensions de ces champs, au 
premier ordre en d, et pour un Reynolds en 
d = 0 donnt Reo, 

u(x, r) 
- = U(X, 1) = U,(A) i U,(A) d,X 
&/2 

+ U,@ldo* 

v(x, r) - = V(ljd0~ 
G/2 

(3.2) 

(3.3) 

( 1 
1 + ,s (x, r) = VT(X, n) = vrO + VTILcQOX 

+ vT#lB (3.4) 

avec X = x/a, rZ = r/a et oh les fonctions 
U,, U1, U, doivent toujours vtkifier les relations 
(A. 12) de I’appendice 2. 

On trouvera dans cet appendice 2 les valeurs 
et la methode de calcul des coeffkients de 
ces developments en do, d~velop~ments 
valables pour un taux d’aspiration dent& 
faible (0 < d, ;5 2*10-3) et pour un cylindre 
pas trop allonge (0 < (do x/a) 5 0,05). La 
premike de ces conditions correspond au 
domaine le mieux etudie des valeurs du taux 
d’aspiration. On peut s’affranchir de la seconde 
en prenant pour nouvelle origine I’extremitt 
de la portion de cylindre btudi&e et en y prenant 
pour pression, Reynolds Re,, taux d’aspiration 
d0 et titre moyen 16, les valeurs determinks 
a I’extremiti: de la portion ktudiee. Cette meme 
remarque nous a permis de negliger les variations 
de la pression avec x. 

Le syst&me d’equations (2.16) devient, avec 
les champs de grandeurs sans dimensions 
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U(X, A), V(A) et v,(X, A) de (3.2), (3.3) et (3.4), et now en deduirons l’epaisseur de diffusion 

$(X, 1) = -1, $(X,0) = 0, 

n(0, A) = n,(l) 

locale (4 3.4). 
En l’absence d’aspiration parietale (a, = 0) 

le titre N est independant de x et de r si l’on 
neglige, comme il a ete fait ici, l’effet possible 
de forces exterieures ou d’un gradient de 

.(3.5) temperature. Les termes d’ordre 0 et 1 en do 
de n sent, d’aprbs la definition (2.15) de n 
respectivement des terms d’ordre 1 et 2 en 
do du titre N. 

J 

Comme & est faible, il est nature1 de chercher 3.2 Terme d’ordre zPro 

une solution de la forme : 
Posons [17]: no = ny + ni, (3.9) 

n = no f don’. (3.6) 
ou ny est une solution particulihe du systeme 

En portant (3.6) et (3.2), (3.3) (3.4) dans (3.5) 
il vient, au 1” ordre en do, apres identification 
des termes constants et des termes en do, et 

4 
en posant K = - - 

Re,Sc’ 
et ni la solution du systeme homogene 

, LZ(n:) = 0 1 
dn” 

_Y(nO) = J.Uo(A)E 

%(X, 1) = -1, 

+ K; Iv,,g =o ( .> 
;; (X, 0) = 0, 

>(3.7) 

et 
ai+ 8 an’ 

L?(n’ ; no) = AU, aX + K Z 

( )I 

JvrO x 

ano 
+ WIX + U,)z + w$ 

+ K$ 
[ 

I(v,,X + v& 1 
+ (3.8) 

= 0 

$(X,1)=0, Z(X, 0) = 0, 

n’(0, A) = 0 I 

no est le terme d’ordre zero, solution de (3.5) 
valable pour une aspiration do tres faible ; 
le terme n1 d’ordre 1 donne, au 1” ordre, l’effet 
de l’aspiration sur le protil des titres. Nous 
calculerons successivement no (5 3.2), n1 (5 3.3) 

n;(O, A) = t(A) - r@ 0, A), 

;$ (X, 1) = 2(X_ 0) = 0 

3.2.1 Solution particuli&re de (3.10). On pose, 

ny = f(X) + g(A) + C’, (3.12) 

1 (3.11) 

oh c’ est une constante. 11 vient, en portant 
(3.12) dans (3.10) 

f’(X) = $- & [&g’(n)] = C” (3.13) 
0 

oh C” est une autre constante, car le 2’ membre 
est independant de X et le premier de 3,. Ainsi : 

nl = C’X + g(A) + C > 

qui, pork dans (3.7), devient 

(3.14) 

AU&” = - K$ [nv,,g’(n)] 
(3.15) 

g’(O) = 0, g’(1) = -1 . 

En integrant (3.15) de 0 a 1 et en notant que 
v,,,(l) = 1, il vient C” = K. La solution de (3.15) 
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correspondant a n&) = ng) = 0, s’tcrit fonctions propres donnent alors (en notant que 

ny = g(n) - &) + KX, 

avec 

* WY) 
s(n) = - v dy, 

s TO 
0 

Y 

W(y) = i 
s 

sUo(s) ds [voir appendice 2, 

0 w5)1, 
1 

(3.16) d’aprbs(3.21)pouro > O,rz) = OetTz) = 1) 

a, = 0, 

(3.17) AUorho - d d/t 

a, = 

‘r ,I U,rZ, dl 

(w > 0). 

(3.18) 
b 

On a done pour solution d’ordre zero : 

no = KX + g(A) - g?A) 
(3.19) + C a,. exp ( -0X). r,(A), 

w>o 

(3.23) 

(3.24) 

3.2.2 Solution de (3.11). On cherche une 
solution de la forme n8 = r(n) F(X). En portant 
dans (3.11), on voit que F’(X)/F(X) est alors 
fonction de I seulement, done constant. Si on 
designe cette constante par -o, on a : 

et 

F(X) = exp (-0X) (3.20) 

-du,r(d) = - K & [h,,,(n) r,(n)] 
(3.21) 

r(0) = 0, F(l) = 0 J 

(3.21) est tm systtkre de Sturm-Liouville [17]. 
Soit S2 l’ensemble des valeurs propres w de 
ce systeme (0 > 0, la premiere &ant nulle). 
Alors 

n! = 1 a,. exp (-0X) r,(n), 
men 

(3.22) 

oh pour chaque w, la fonction propre r,(n) 
est la solution de l’equation differentielle de 
(3.21) avec r:(l) = 0 et par exemple I’,(l) = 1; 
ii l’exception de w = 0 qui donne r,(J) = 1, 
cette fonction propre ne peut &re calculte que 
numeriquement. Quant aux valeurs propres 
w, elles pourront etre calculees par la methode 
de Rayleigh-Ritz [18], en !tilisant un developpe- 

ment du type r,(n) = C Aj cos tinA). Les 
j=O 

constantes a,,, seront determinkes en utilisant la 

condition T#O, 2) = n,(J) - g(n) + gG). Les 
proprietes bien connues d’orthogonalite des 

le dernier terme de cette expression converge 
exponentiellement vers 0 quand X croit vers 
l’infini. On trouve ainsi le protil asymptotique 
reduit, 

no = KX + g(A) - g?), (3.25) 

d’ou le titre N(x, r) par (2.15). 
On peut dormer a partir de (3.24), I’expression 

de l’epaisseur de diffusion et du S%rwood. 
On voit sans difficult& (pour w > 0, T,(A) = 0) 
que : 

ho 60(m) -= fi-~(X,l)=-- c -0X a,e , 
a a w>o 

(3.26) 

1 

lw2 dl ‘dco) _ s -. (3.27) 
a VT0 

0 

Remarque: Si dans (3.23) on fait no = g, on 
verifie bien que a, = 0. 

3.3 Terme d’ordre 1 
On pose de faGon classique [17] 

,l = n; + n:, (3.28) 

oh rr: est une solution particulike du syst&me 

LqI:; no) = 0 7 

~(x,“=~(x.1)=0. 1 (3.29) 
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et ni la solution du systtme sans second membre 

Lqn:) = 0, r&O, 1) = -n:(O, i) ) 

~(X,O)=~(X,I)=O. 
i 

(3.30) 

3.3.1 Calcul de n:. On forme une solution 
particulikre en Ccrivant 

4 = 40 + c WLI 
wzo 

(3.31) 

oti q. et qw sont respectivement solutions de 

9(qo ; g(i) + KX) = 0, (3.32) 

p(q, ; exp ( -0-V . r,(4) = 0, (3.33) 

q. et qm vtrifiant les mdmes conditions aux 
limites que (3.29). 

(a) Calcul de qo. Cherchons ici une solution 
particulibre du type 

qo = cx2 + j(A) x + h(l), (3.34) 

oti C est une constante et j et h des fonctions de 
i que nous allons dkterminer. On Porte (3.34) 
dans (3.32); on obtient pour l’kquation aux 
dCrivCes partielles et pour les conditions aux 
limites des formes linkaires en X identiquement 
nulles. Annulons les termes en X ; il vient : 

de X ; il vient : 
x.Jo(C”’ + P) + I1KU, i nvq 

= K & (h,,h + VT&y’) 

h’(0) = h’(1) = 0. 
: 

(3.38) 

On d&ermine C”’ en intkgrant (3.38) de 0 B 1 
et en utilisant (A.12), 

1 1 

C”r=~~d+oQ’(f)dt 

0 o 0 
1 2. 

s 

tvw = -ddt - AWP + 
VT0 s 

tWj’dt. (3.39) 

0 0 

Enfin, si on note 

L(A) = j tU,(t)dt, (3.40) 
0 

[voir en (A.26) la valeur de L(JJ], il vient : 

(3.41) 

2CAu,, + AKU1 = - KG [&j’ + k$g’] 
b 

(3.35) h(A) sera dCterminC en choisissant &) = 0 pour 
j’(0) = j’(1) = 0 que qm) = 0 ; ainsi : 

En intkgrant de 0 d 1 (3.35) et en utilisant 
vTO(l) = 1, vT1(l) = 0, on voit que C = K et 
ainsi, 

j’(n) = $ 2W + V -I- ZJ, (3.36) 
0 0 

done 

j(k) = C”’ + i j’ dt = C”’ + P(L). (3.37) 

avec 

h(l) = m(A) - mcc;i,, (3.42) 

VI@) = j h’(t) dt (3.43) 
0 

mk) = m(l) - i Wh’A dil. (3.44) 
0 

Ainsi 

q. = KX* + j(A) X + m(A) - m?.). (3.45) 

Annulons maintenant les termes indkpendants (b) Calcul de qo. Nous allons chercher une 
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solution particulike de (3.33) du type 5 = - i,bB,T,di., 

qa, = e -“X[c,(n) x2 + J,(A) x -I- H,(A)]. 
(3.46) bkco = i, a AJk dl, 

887 

(3.55) 

(3.56) 

Aprts simplification par e-Ox et identification 1 

A zero des termes en X2, X et independants 
de X, on obtient successivement. Cku, = i, 

S( 
I’,” + BJk dl, (3.57) 

-f&U&, + K $ (AV,,C&) = 0, 
0 

(3.47) 
i, = i/(i Nori dl). 

0 

-wlUoJ, + X&v,,J,) + 2rrdulJ 
Nous avons done forme une solution particu- 

like (3.31), 

+ A, = 0, (3.48) n: = KX2 + j(n)X + m(r2) - *T) 

-oNoH, + X-&v&,) + rZU,J, 
+ wFo a, emcox CSr&) X2 + J&J X 

+ B, = 0, (3.49) + H&)1. (3.59) 

Oh 

A, = i+V,,~~) - 1U@,, (3.50) 

B, = K $ @v,,r;) - LU,or, 

+AVYm, (3.51) 

CL, Jk, Hb, &ant nuls pour 1 = 0 et 1 = 1. On a 
vu au $3.2 que la solution de (3.47) est C, = l rm. 
(3.48) et (3.49) sont des equations de Sturm- 
Liouville avec second membre dont le para- 
m&e est &gal a une valeur propre. L’existence 
de solutions pour ces syst&mes fve successive- 
ment la valeur des constantes 5 et 5. On trouve 
ainsi : 

J, = (3.52) 

k#m 

H,= - c C ka, 

o-k 
rk? 

k#c, 

avec [a, Ctant donne par (3.23)] 

(3.53) 

(3.54) 

3.3.2 Calcul de ni (3.59) nous donne la 
valeur de ni(O, A); la solution de (3.30) s’ecrit 
alors, 

ni =uzo d, eMuX r,(A); (3.60) 
/ 

en utilisant les proprietes d’orthogonalite, on a 

d, = i, 5 AU,r,[h@ - m(A)] dk (3.61) 
0 

On remarquera que do = 0; ainsi 

n’ = KX* + .j(A) X + m(A) - z) 

+ C u,e-‘ox u,(n) X2 + Jo,@) x 
m>O I 

+ H,(A) + fp&) . 1 (3.62) 
a, 

Quand X tend vers l’infini, la somme de la 
serie tend exponentiellement vers zero ; on a 
done une solution asymptotique d’ordre 1, 

n1 = KX2 + j(A)X + m(A) - mT) (3.63) 

Le titre reduit n coefficient de proportion- 
nalit& a do du titre N(x, r), a done pour valeur 
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asymptotique, 

n = KX + g(A) - g;, 

+ &,[KX’ + .j(/z) X + m(A) - $)I (3.64) 

D’ou la valeur du titre N(x, Y) proprement dit 
en substituant (3.64) dam (2.15). 
Remarque. Dans le cas particulier ou 
U, = -2U0 et U, = 0, on peut verifier que 
(3.64) est identique, au 1” ordre en z&, a la forme 
asymptotique d’un resultat deja Ctabli [13]. On 
notera qu’alors vT1 = 0 (voir appendice 2) 
et, d’apres (3.36), ,j’(A) = 0; ainsi dans ce cas 
particulier, n prend dans (3.64) la forme plus 
simple @J(X) + G(A). 

3.4 Valeur asymptotique de l’@aisseur locale de 
diffusion 

On voit immediatement que, d’apres (2.3) 
(2.15) et (2.16) 

1 

SnU(XJ)ld;i 

~(X)=A-n(X,1)=01_2$X - n(X, I), 
0 

(3.65) 

au 1”’ ordre en d o ; on voit aprb des calculs 
tlementaires, que 

~(X)=~+dox~+do~ (3.66) 

avec 

61 (3.67) 
-_= 
a 

0 

1 

0 

L’ensemble de ces resultats et ceux de 
l’appendice 2 montre qu’on peut calculer le 
champ des titres et l’epaisseur locale de diffusion 
a partir du protil des vitesses U+ = (p(y+, u’) 

en utilisant seulement les operations elementaires 
de l’analyse et une hypothbe sur la valeur de 
SC’. 

On verifie sur ces expressions (3.67) que 
6,, a,, 6, ne dependent comme VT@ que du 
rapport SC/SC’. 

4. CALCUL DU PROFIL DES TITRES ET DE 
L’EPAISSEUR DE DIFFUSION 

Pour determiner N(x, I) et 6(x) par la methode 
precedente, il faut se donner numeriquement 
un protil universe1 de vitesse u+ = cp(y+, r”) 
et la valeur locale du Schmidt turbulent Sc’(x, r). 
Ces donnees seront fournies par l’experience. 

4.1 Choix d’un profil de vitesse 
Nous avons choisi un protil universe1 de 

vitesse (3.1) ayant la forme analytique de celui 
de Reichardt [6] pour un Ccoulement sans 
aspiration, en regime turbulent avec une paroi 
hydrauliquement lisse, 

U+ = cp(y’) = $og(l + x y+) 

+ E 1 _ e-Y+id+ _ &e-by+ . (4.1) 

ce profil (4.1) se reduit, quand y + est grand 
(y’ > 30), au profil de Prandtl : 

= A + Blogy+ (4.2) 

Weissberg [ 191 a Ctudie experimentalement 
l’influence de l’aspiration sur le protil des 
vitesses. Quand V+ > 0, ses mesures ne peuvent 
ttre rep&e&es par un profil universe1 A co- 
effkients independants de x, que loin du debut 
de la partie diffusante. Pour des Reynolds 
compris entre 25000 et 63000 et des taux 
d’aspiration variant entre 0 et 5.10p3, il donne, 
quand y+ > 30, 

A = 3,07 + 63,5 V+ 
B = 2,93 - 22,48 V+ (4.3) 
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Nous utiliserons d’abord (4.3) et (4.2) pour 
calculer les parametres X et E: le domaine de 
validite de nos calculs sera done, en principe, 
celui de (4.3) (nous avons fait les calculs pour 
20000 < Re < 80000). Nous avons ensuite de- 
termine b et 6+ en kcrivant que la viscosite 
turbulente est du troisibme ordre en y+, condi- 
tion obtenue en appliquant l’tquation de con- 
tinuitt aux termes de turbulence (voir aussi [9]) : 

v’/v = Ctey+3 + . . . . (4.4) 

et nous avons port6 (4.4) dans l’equation de 
conservation de la quantite de mouvement 

(4.5) 

valable dans la sous-couche visqueuse [19]. On 
trouve alors, approximativement 

a+(~+) = X4 + 180~’ 
b (u’) = 0,42 -I- 5,4~+ I 

(4.6) 

On pourra comparer sur les Figs. 3 et 4 le profil 
(4.1) ainsi determine avec les resultats de l’ttude 

expkrimentale des champs des vitesses faites par 
Coantic [20] pour A, = 0, et Weissberg [19]. 
L’accord pa&t satisfaisant. 

D’autres choix de profil U+ = cp(y’, v’) sont, 
bien entendu, possibles [20-221. Nous avons 
choisi celui de Reichardt en raison de sa forme 
analytique simple et continue. 

4.2 Choix du Schmidt turbulent SC’ 
On admet generalement que Sc’(x, r) ne 

depend pas de l’abscisse x mais seulement de la 
distance a l’axe r. On a trbs peu de donntes, 
experimentales sur SC’ et sa dependance en r 
[23]. On peut admettre qu’il est Bgal au Prandtl 
turbulent (SC’ = Pr’). Kestin et Richardson [24] 
ont passe en revue l’ensemble des mesures de 
Pr’ : la loi de Pr’ en fonction de r/a ne parait pas 
clairement eta blie mais on a toujours 0,6 < PJ 
< 0,9. A defaut dune donnee empirique plus 
precise, nous admettons ici une valeur unique 
interrnediaire Pr’ = 0,75 quel que soit 1. Comme 
pour le gaz choisi (Argon) Pr = SC sont aussi 
voisins de 0,75, nous admettrons dans la suite 
de ce travail que SC’ = SC = 0,75. Bien entendu, 

20 
! 

Reichardt 

+ 
5 

Coontic 1201 Re = 50000 

A Expkiences Coontic = 54000 (ovec 

o Exp&ienas Weissberg 1191 
correction de poroi) 

I I I 

IO 102 IO3 

Y+ 
FIG. 3. Protils universals de vitesse (aspiration nulle). 
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ZO- 

IO- 

X Mesures de Weissberg Cl91 

I IO 

FIG. 4. Profil universe1 de vitesse au taux d’aspiration &, = 0,65. 1O-3 (*+ = 1,3, 10-2). 

si, par la suite I’experience venait a etablir un 
profil W(A) ou SC’@), la methode proposee ici 
permet de mener les calculs numeriques jusqu’au 
bout. On peut d’ailleurs voir sur la Fig. 5 
l’influence importante d’une variation de SC’ 
sur le Sherwood. 

FIG. 5. Valeurs du Sherwood pour plusieurs Schmidt 
turbulents. 

102 IO’ 

Y+ 

4.3 Champ des titres 
Quand on etudie le champ des titres, il faut 

distinguer la zone d’etablissement du profil 
radial des titres, situee pres de l’entrte de la 
partie diffusante, et la zone ou ce profil radial a 
sa valeur asymptotique. 

4.3.1 Etablissement du pro@ radial des titres. 
Pour faire cette etude, il est normal de faire 
co’incider l’origine x = 0 avec le debut de la 
partie diffusante. Comme on l’a vu en posant 
les conditions aux limites, il est nature1 de con- 
siderer a l’origine un profil uniforme. 

Nous ne presentons ici sur la Fig. 6 que les 
rtsultats des calculs faits pour Re, = 40000, 
dans l’approximation (3.24) d’ordre 0 pour n et 
done d’ordre 1 en A?~ pour le titre N. Ce profil 
atteint rapidement la valeur asymptotique d’un 
profil ttabli, pratiquement db X = x/a = 20 
rayons. On pourra comparer qualitativement 
ces resultats a ceux calcules par Deissler [ 131 
en transfert de chaleur sans aspiration. 

Remarque. On aurait pu prkciser ces rbsultats 
en faisant aussi le calcul de n’, a partir de (3.62) : 
mais cela n’aurait pas de signification physique 
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I; I I 
-2 -I 0 

x/a= IO 

-I 

L I: I I 
-2 -I 0 
n x IO’ 7 -2 -I 0 

? 

-3 -2 -I ( 

x/o = loo 

\ 

x/o= 20 x/o =50 

FIG. 6. Etablissement du profil radial des titres d’aprbs (3.24), pour Re, = 40000. 

car, d’aprbs les mesures de Weissberg [ 191 pour 
+ > 0, le profil universe1 u+ = cp(y +, u’) n’est 

ias etabli pres de l’entree de la partie diffusante. 
Comme cette modification du profil des vitesses 
intervient A partir de l’approximation d’ordre 1, 
elle entacherait celle-ci d’erreur. 

4.3.2 Etude du profil asymptotique. Nous sup- 
posons maintenant que l’origine x = 0 est prise 
loin du debut de la partie diffusante ; le profil 
des titres N(x, I) est alors donne par l’expression 
(3.64) de n(X, A). Nous avons represente, sur la 
Fig. 7, n(X, A) pour Re, = 40000, X = x/a = 0 
et 50 rayons et do = 0 et 2.10m3. 

X = 0 (amincissement de la couche limite de 
diffusion): pour X = 50 il est masque par 
influence de la baisse du Reynolds local et celle 
de l’appauvrissement du melange en element 
leger, ces deux phtnomenes croissant avec 
X(si sS0 > 0). 

4.4 Epaisseur de difision et nombre de Sherwood 
Comme pour le champ des titres, nous 

distinguons la zone d’etablissement de l’epais- 
seur de diffusion, et la zone ou elle a sa valeur 
asymptotique. 

4.4.1 Etablissement de l’kpaisseur de difision. 
Nous ferons, comme au 8 4.3.1, comcider 
l’origine avec le debut de la partie diffusante. L’effet dc el ‘aspiration est t&s net a l’origine 

I 

x 
\ 
\ 
\ 
\ 

\ 

\ 
I 

\ 
I 
I 
I 
I 
I 

\ 
, 
‘, 

-I 

n x IO2 
-2 

FIG. 7. Influence de I’aspiration sur le protil asymptotique des titres (Re, = 40000). 
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c” 
* 60000 

40000 

FIG. 8. Etablissement du Sherwood pour difftkents Reynolds. 

--- -.-. Formule (5.1) 
Transport de chaleur Dittus-Boelter (5 3) 
bnologie de Reynolds (5.2) 
Transport de masse : Gillilond (5.4) 

101 

104 fro 105 

FIG. 9. Comparaison du Sherwood calcuI.6 par (5.1) avec divers rksultats. 

Les calculs sont faits par la formule (3.26), dans bout d’environ 20 rayons, cette distance aug- 
l’approximation d’ordre 0 pour 6/u(X). Nous mentant lentement avec le Reynolds (20 rayons, 
reprksentons ici sur la Fig. 8 la dkpendance de pour Re, = 20000, 21,5 rayons pour Re, = 
Sh,(x/2u) = 2&?,(X) en x/a variant de 0 A 100, 100000). Ces rksultats sont qualitativement 
pour des Reynolds compris entre 2OooO et cornparables A ceux de Deissler [13] en transfert 
100000. On voit que Sh,, dkcroit trh vite et de chaleur. 
atteint sa valeur limite A 4 pour cent prks au 4.4.2 Valeur usymptotique de l’kpaisseur de 



d a. D’ap&s (3.67), avec les dcumks (4.1) 
et (4.3) (Ilorigine x = 0 &ant choisie loin du 
debut de la partie diffusante), on a, au premier 
ordre en A,, 
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trb $&es. Les valeurs numQiques ainsi cal- 
ct.&s du premier terme 6,/2a sont assez bien 
represent&es, a moins de 2 pour cent pres pour 
20000 g Re, G 80~ par (Fig. 9) 

avec les valeurs numeriques, rassembltks dans 
le Tableau 1, des coefficients &-,f2a, Sl/2u, 6,,& 
calcuks par notre programme Fortran, d’apres 
(3.67). 

Tableau l.(Sc = SC’) 

is,98 22,19 - 1,108 
11,98 17,40 -1,011 

40000 9,493 14,53 -0,926 
50000 8,184 12,55 - 0,847 
6Oow 7,108 11,07 -0,774 
70000 6,301 9,897 -0,707 
8OooO 5,672 8,939 -0,648 

5. D~S~ON 

5.1 Champ des titres 
11 existe trb peu de donnees ex~r~ent~es 

sur le champ des titres d’un melange gazeux 
binaire en ecoulement turbulent dans un tube 
cylindrique avec aspiration parietale. 11 serait 
done interessant de comparer les profils de 
temperature obtenus experimentalement par 
Elena [16] en utilisant l’analogie entre champ 
des titres et des temperatures. Cependant 
l’analogie n’est complete que si le flux de 
chaleur a travers la paroi est uniforme, ce qui 
n’est pas le cas des experiences d’El&ra, oil la 
temperature de paroi est uniforme. 

5.2 Comparuison met les vuteurs connues de 
I’c?paisseur de di@sion 

Nous allons d’abord discuter les valeurs 
numeriques calcul&es (Tableau 1) des trois 
termes 6e, 6r, &. Nous proposerons ensuite une 
methode de mesure de &j 6). 

52.1 Epaisseur de diffksion 6, am amirations ” 1 

2a 
Sh,, = F = 0,0385 Re$746 (5.1) 

0 

qui diB&re A moins de 1 pour cent des valeurs 
calculkes dans [5] avec un profil de Pai [25]. 

Avec notre choix SC = SC’, l’analogie de 
Reynolds est valable [2]. On peut done kcrire, 

Sh, = 4 Re,C& = 0,0395 Rez*“, (5.2) 

oh CfO est don& par la formule de Blasius. La 
formule (5.2) domre des resultats sup&rieurs de 
6 pour cent a (5.1) (Fig. 9). 

La similitude entre les equations du champ 
des titres et du champ des temperatures suggere 
aussi la eomparaison de (5.1) avec le Nusselt, 
pour lequel il existe de nombreuses donnees 
exp&imentales ; celles-ci sont bien representees 
par la formule empirique de Dittus et Boelter 
131 

Nu ,, = 0,0217 Re$83 (pour SC = 0,75). 

(5.3) 

Les formules (5.3) et (5.1) sent en excellent 
accord numCrique pour 20000 c Re < 80000 
(cf. Fig. 9). 

Nous representons aussi, Fig. 9, la loi 
empirique de Gilliland 1261 pour fe transport 
de masse (avec SC = 0,75), souvent utilide en 
pratique pour la valeur de I’epaisseur de 
diffusion [27] 

She = 0,0201 RetB3. (5.4) 

On voit sur la Fig. 9 que cette loi donne des 
valeurs du Sherwood nettement sup&em-es 
(25 pour cent) a celles prevue par (5.1), (5.2) ou 
(5.3). Mais il convient de remarquer que dans 
les experiences de Gilliland, le transport de 
masse est lie a un ph~orn~e d’~vaporation 
d’un lilm sur une paroi et non a un transport de 
masse a travers une paroi poreuse. 
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Remarque. Influence de la valeur de SC. La 
valeur du Schmidt est, pour les gaz, voisine de 
SC = 0,75. 11 est done interessant de calculer 
Sh, Ijour un intervalle de valeurs de SC assez 
Ctroit, 0,5 < SC < 1,2. En conservant a SC’ la 
valeur 0,75 adopt&e ici, on trouve 

Sh, = 0,046 SC’*~’ Re0,746 (5.5) 

Dans (5.5), l’exposant 0,62 de SC est suptrieur a 
1;~ valeur 0,4 admise d’habitude pour l’exposant 
de Pr [S] car cette derniere correspond a une 
gamme &endue (0,5 < Pr < 100). On pourra 
d’ailleurs comparer la valeur 0,62 avec les 
valeurs 060 (obtenue a partir des calculs de [5]), 
0,786 don&e par Nusselt [l] pour les gaz ou 
0,50 obtenue par Brun-Ribaud [l, 281. Entin il 
y a tres vraisemblablement une relation entre 
SC et SC’ [23,24] : on ne peut alors supposer SC’ 
fixe quand SC varie. 

5.22 Terme 6, proportionnel au facteur de 
partage local 8, = 2&,x/a. Le terme en 6, de 
(4.7) est proportionnel au facteur de partage 
local 0, = 2d,x/a. Lorsque 0, croit, Re, &ant 
lixe, Re(x) decroit, et d’apres (5.1) la contribution 
a l’epaisseur de diffusion croit puisque son 
coefficient de proportionnalite a 8, est positif 
(cf. Tableau 1). C’est bien ce qu’on observe. De 
plus, avec une erreur inferieure a 1 pour cent, on 
voit que : 

L(x) = 2 +do;; N $(Re), (5.6) 

oh 6,/2a(Re) est obtenu en remplacant dans 
(5.1) Re, par Re = Re(x) < Re,, 

Re(x)=Re,(l -2s$$ (5.7) 

Remarque. Ce resultat reste valable si SC # SC’, 
SC restant du mdme ordre de grandeur que SC’. 

5.2.3 Terme 6, proportionnel au seul taux 
d’aspiration do. Comme 6,/2a est negatif, ce 
terme contribue a diminuer l’epaisseur de 
diffusion. 11 est done antagoniste de l’effet 
precedent ; et on voit qu’il le compense exacte- 

ment a une distance croissante de 50 a 72 rayons 
quand Re, croit de 20000 a 80000. 

11 est interessant de comparer le nombre de 
Sherwood local avec aspiration S&c) = 2a/6(x) 
avec le Sherwood correspondant a (5.6) Sh’ = 
2a/6’ qui, d’apres le 0 5.2.2, est trbs proche du 
Sherwood sans aspiration calcule avec le Rey- 
nolds local. Au ler ordre en Jo. 

Sh(x) - Sh’(x) = ~- ‘J2’ Ra N c) 25 ~~ 
(60/2a)2 Re, ’ ’ 

(5.8) 

la deuxieme Bgalite &ant valable pour Re, > 
30000. Ce resultat n’est pas tres eloigne de celui 
de Coantic [ 1 l] obtenu a partir de la theorie du 
film 

Sh - Sh’ = 0,30 Ra. (5.9) 

On peut aussi comparer (puisque SC = SC’) la 
valeur de cette difference (5.8) a celle obtenue en 
remplacant Sh par Re Cf/2 dans les mesures de 
Weissberg [19] ; la valeur trouvee depend de Re 
et est centree sur 

Sh - Sh’ = 0,265 Ra. (5.10) 

Les dependances de (Sh - Sh’) en Ra sont 
represent&es sur la Fig. 10 oti l’on a egalement 
reporti! les mesures d’E1Cna [16] en transfert 
thermique. 
Remarque. Contrairement a ce que prtvoit 
Coantic [ll], (5.8) semble a peu prbs inde- 
pendant de SC quand SC reste voisin de SC’. 

5.2.4 Formule de calcul du Sherwood asympto- 
tique local. Si nous substituons dans (4.7) les 
expressions (5.5) (5.6) et (5.8) nous pouvons 
proposer la formule 

2a 
Sh(x) = 6o = 0,046 SC 0.62 Re@)0,746 

+ 0,25 Ra. (5.11) 

6. MJBURE DIRECTE DE L’EPAISSEUR DE 
DIFFUSION 

6.1 Principe de la mathode de mesure 
Nous allons exposer une methode de mesure 
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deja employee par Mordchelles [lo, 291 qui 
permet d’atteindre directement la valeur asymp- 
totique de 6 a park d’une mesure d’enrichisse- 
merit en &ment lkger dun mhlange gazeux 
binaire isotopique par diffusion k travers une 
paroi poreuse. 

On demontre [lo, 111 en effet, que 6 est like 

par 

6(x) = -f- kzLz [1 - Z(X)], (6.1) 
iI 

au rendement de melange [S] local Z(x) d&i 
par 

et l’on dtmontre que Z(x) est relit a la difference 

(NP - N,,,) entre le titre NP de la fraction en- 
richie et le titre N, de la fraction appauvrie en 
element leger par diffusion a travers la paroi du 
cylindre poreux, par 

_&‘Np-N,&[l +&*(I --&I 
e*Np(l - W 

(6.3) 

oh B = AID est le facteur de partage et oii la 
moyenne Zs peut s’kcrire Zs N 5T(ICj S(P, P’), 
car la difference entre les pressions P A l’entrte 
et P” a la sortie amont (Fig 10) est faible devant 
P. On determine S pour chaque couple P, P’ (ce 
qui Exe D’) en extrapolant a 8 = O(Re = co, 
S = 1) les valeurs obtenues de m. S. 

FIG. 10. Effet de I’aspiration pa&tale sur le nombre de 
Sherwood. 

Pour connajtre la valeur asymptotique de 6 
il sufit done de mesurer NP, N, et les debits D 
et I)‘, d’ou l’on tirera aussi une valeur moyenne 
de Re et de RQ. Si l’on utilise un tube assez long 
avec des taux d’aspiration faibles (de l’ordre de 
10T3), la valeur de z se confond avec la valeur 
asymptotique de 2 pour x grand, aux erreurs 
d’experience pres. 

6.2 Dispositifde mesure 
Le gaz utilise est le melange nature1 des 

isotopes de 1’Argon (M, = 36, M, = 40). Le 
principe de I’installation de mesure est repre- 
sent& Fig. 11. La cellule de diffusion divisee par 

FIG. 11. Principe de l’appareil de mesure. 

un tube poreux a permeabilitt? constante sur 
toute sa longueur en compartiments amont 
(hauchurc) et aval, est aliment&e a la pression P 
par 1”Argon qui traverse un debitmetre B 
tuybre sonique D. Le debit d’Argon est regle par 
la vanne sonique de debit V. L’argon enrichi en 
masse 36 sort de la cellule a une pression 
P’ 4 P; la valeur du debit D’ diffuse a la pression 
P’ est r&lee par la vanne sonique de debit V’ et 
mesurke par la tuybre D quand on ferme la 
vanne K 

Les titres N, et N, sont mesures avec un 
spectrometre de masse sur de faibles quantites 
de gaz prelevkes en amont de v’ et de Y; la 
mesure des d&bits D et If’ donne Re, = 2I4kav 
et 8 = D’/D d’oh Re(x) = Re,(l - 6/2) et Ra = 
Reo b/21. 

6.3 ~~~p~rais~~ des val~rs e~p~~~~~tules de 
6f2a avec les vakurs caEcul&es 

Nous donnons Fig. 12 le resultat des mesures 
de @a faites pour Ra = 10, Re, variant entre 
20~ et 1~~. L’accord avec les valeurs 
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FIG. 12. Comparaison des mesures directes de l’tpaisseur de diffusion avec la pr6sente thbrie. 

calculkes par (4.7) est bon, compte-tenu de 
l’erreur systkmatique faite sur la d&termination 
de S par extrapolation. On notera que la 
formule empirique de Gilliland (5.4) donne des 
valeurs de 6/2a nettement infkrieures A celles 
mesurkes ici. 

L’effet de l’aspiration est faible et dificile $ 
mettre en Cvidence ; nous avons Ctudit les 
rksultats d’enrichissements obtenus avec une 
dizaine de tubes poreux de permCabilitCs diffkr- 
entes et plusieurs valeurs de P - P’ ; Ra varie 
ainsi entre 5 et 35. Nous avons obtenue .68 
estimations du Sherwood pour Re, = 50000. 
On trouve 

Sh - Sh’ = (0,28 f OJO) Ra, (6.4) 

le coefficient de correlation &ant de 0,6. 
On notera que (6.4) est compatible avec les 

formules (5.8)-(5.10), ainsi qu’avec les mesures 
du Nusselt faites par El&a. 

1. 

6. 

7. 

8. 

9. 
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APPENDICES 
1. Difliion radiale gi2 aNjar et difision longitudinale 

9,s awax 
La diffusion radiale est comme 1 aN/ar 1, maximale sur la 

paroi ; d’apres (2.8), on a 

Pour estimer la diffusion longitudinale, nous calculons 
dm/dx, en Qrivant le bilan en Clement leger dans une tranche 
cylindrique d’epaisseur dx [8], 

rra%i(x) dl? = (N, - m V, 211: a dx. (A.2) 

En tenant compte des expressions (2.7) et (6.2) des rende- 
ments S et de Z, il vient, au ler ordre en e* : 

(A.3) 

d’ott, puisque Z Q 1, 

dm, 4 aN -- 
dx I I . ScRe ar ,& 

Cette inbgalite montre que l’on petit negliger la diffusion 
longitudinale (quand r # 0) pour les Reynolds envisages ici 
(Re > 20000). 

2. Etude du champ des vitesses et de la viscosite 
turbulente 

2.1 Calcul de la vitesse axiale U(X, 2) 
L’utilisation du profil universe1 u+ = rp(y’, o+) n&cessite 

la connaissance du coefficient de frottement avec et sans 
aspiration. Ce demier peut Btre donnt par la loi de Blasius 
(20000 Q Re Q 80000). Pour calculer le coefficient de 
frottement local avec aspiration, on peut prendre 

Cj(Re, d)= CjRe,O)(l + y&= CARe,O)(l + 116& 

(A.5) 

formule ttablie par Weissberg [19] a partir des mesures de 
pression. 

La conservation de la masse donne : 

ii = i&(1 - 2X.&,,), Re = Re,(l - 2Xd0). (A.6) 

Notons (avec yO+ = y*(l - ,I)) respectivement I, 
cp#$), rp;(yO+) lea valeurs de (~Cy+,u+), a&$+, arpla,' 
pour y+ = y,f et 9)+ = 0. On obtient au premier ordre en 
d0 et d,,X. en introduisant (A.5) et (4.6) dans u+ = (p(y+, 
U+), 

L&X, 1) = v,(n) + U,(~)Jd$X + u,(n).& (A.7) 

4ai2 !&,a) = Ka*SN(x,a)[l - N(x,a)] (A.l) U,(A) = 2 
\ 

(A.8) 

(A.9 
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U,(l) = 2&J [ & rplxY,+) + Brp;(Yo+)Y,+ 

+ P&T) 

ROSENGARD et SOUBBARAMAYER 

pression statique ap@r est nbgligeable devant le gradient 
axial de pression dynamique a&u*)/&. 

(A. 10) En portant (A.7) dans (A.17), et en faisant les changements 
de variable convenables, il vient, au ler ordre en d0 : 

(A.ll) 

a = - 1,75 pour la loi de Blasius. (A.19) 

On voit immtdiatement en portant (A.7) dans (A.6) que: 

j U,(I) 1 dL = 1, j U,(n) I da. = -2, J! U,(n) 2 dl = 0. 
cl 0 cl 

(A.12) 

2.2 Calcul de la vitesse radiale V(X, A) 
En coordonn6es cylindriques, s’il n’y a pas de rotation 

d’ensemble, l’kquation de continuitk s’bcrit, avec les 
grandeurs sans dimensions dtfinies dans cet article 

w v 
aa. + m,(l) = 0. (A.13) 

La constante d’intkgration sera dCterminCe par V = 0 
pour 3, = 0, done: 

I 

V = - ; tU,(t)dt. 
.s 
0 

(A.14) 

Au premier ordre en So, V est indtpendant de X. En 
utilisant (A.9). on trouve : 

v = 2 J(W2) -- 
lY* i 

Y’dYo’)2(1 - 4 

+ + C@l(Yca - @I( (A.15) 

Oil 

eI(y) = j t&t) dt. 
0 

(A.16) 

2.3 CUM de la uiscositk turbulente 
L’Cquation de la quantitt de mouvement skit [9, 1 l] le 

fluide Ctant considkrt comme incompressible ; 

On dQrive (A.17) par rapport B r en faisant l’hypothhe 
que, pour un fluide incompressible 

i azp 
p axar 

~ a*(u*) 
axar (A.18) 

Cette hypothkse a toujours CtP; faite [14, 191. Du reste, des 
mesures trk p&&es [9] montrent que le gradient axial de 

On intbgre deux fois de suite en 1 (A. 19) en Ccrivant pour 
dkterminer les fonctions arbitraires de X introduities par 
l’intkgration, que la viscositk turbulente reste Iinie au centre 
du tube et qu’elle est nulle sur la paroi. Ainsi, en dtveloppant 
au ler ordre en -c9,, et B,X : 

1 + ; = & nw;(l) 
0 i 

fd,X 
[ 

n*u;(l) u;(n) 
J.w;(l) - ---uv-- 

0 I 
L 

I Re,U,,VE, 
U,U,t dt + 4-- 

cl 

+ !$ j U,U,t dt - !!+$% J.*]). 
;n 

(A.20) 

n 
Cette expression est & rapprocher de celle que nous 

avons obtenue dans [14], dans le cas particulier oh 
U, = -2U,, U, = 0. On peut vkrifier que les expressions 
de v’jv sont alors identiques, le coefficient du terme en A,X 
Btant nul (v’/v indkpendant de x). 

Nous avons besoin de 

Si on admet que SC’ est seulement fonction de 1, il vient: 

avec 

.w&?) 
- 
CPYY,‘) 

i 

1 

s 

snu;(n) 
- 21, U,U,tdt + UoV - 

CP;(Y~’ ) Reo 
0 

- 4Cf& 

(A.22) 

(A.23) 
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Remarque. Pour ie calcul effectif de (A.23) on utilisera les expressions (A.8) a (A.1 1) ainsi que 

U&(n) = - 4 Re,, &y,‘), Ve(l) = 

U;(n) = - ?Ree a[29&$) -+ y~~~~~~)l, U\(l) = - T Re,a (A.24) 

U;(n) = - 4 Re, V;(l) = - F Re,,@ 

Les resultats concernant I = 1 sont obtenus en utilisant le fait qu’au voisinage de la paroi a+ = rp(y’, v’) devient u+ = y+. 
On a eu Cgalement besoin en (3.18) et (3.41) de 

1 

W(A)=; tU$r)dr=; 
s 0 

(AA.25) 

(A.26) 

Oil 

Les expressions (A.27) sent don&es par des fonctions &mentaires dans le cas ou on prend pour 6ocy+, 9’) un profil deduit 
du profll de Reichardt. 

STUDY OF MASS TRANSFER IN A BINARY GAS MIXTURE 
UNDER TURBULENT FLOW CONDITIONS WITH WALL SUCTION 

Absf@cb-A method is given for the calculation ofthe molar fraction distribution and the Sherwood number 
for a binary gas mixture (similar molecular weights) under turbulent flow conditions in a circular pipe 
with wall suction. For this purpose, we use a universal velocity distribution U+ = cp@“, u’) and a numerical 
value of the turbulent Schmidt number. We obtain the molar fraction distribution and the diffusion thick- 
ness by direct integration of the diffusion equation, yielding a first approximation valid for a suction 
factor .afe -+ 0, and a second approxi~ti~ (small .&e) which am compared to direct measurements. 

UNS~RSUC~NG DES MASS~N~EERGANGS IN EINEM Z~ISTOFFGASGEMISCH 
MIT WANDSAUG~RKUNG UNTER WI~ELSTROMVERH~LT~SSEN 

Zusammd~--E-s wird tine Rechenmethode des Prof& des ~oIenb~c~ und der Sherwood&hen 
Zahl fth eine bin&e gasfirmige M&hung in turbulenter Str6mung (naheliegender Molekularmassen) in 
einem xylindrischem Rohr mit Wandsaugung angegeben. Man geht also van emem ~~~ gesch- 
~n~~~~~o~ a+ = cp@+, v’) und einem numerischen Wert der turbulenten Schmidt’schen Zahl aus. 
Durch direkte Integration der DiB’usionsgleichung erhiilt man das Profii des Molenbrucbs und die 
Diffusionsdicke in Form einer ersten Ann&herung (fUr einen Saugfaktor .r& -c,O gilltig) und einer xweiten 

An&&rung (.s&, schwach) die mit direkten Messugen verglichen wird. 
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